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Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñß äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ëþáóþ ñòðóê-
òóðó, îïèñûâàåìóþ SA-ßçûêàìè, ìîæíî îïèñàòü êëàññîì ðåãóëßðíûõ
ßçûêîâ. Â ðàáîòå [3] äîêàçàíî, ÷òî êëàññ SA-ßçûêîâ øèðå êëàññà ðå-
ãóëßðíûõ. Îäíàêî, ýòî íå äà¼ò íîâîãî èíñòðóìåíòà äëß èññëåäîâàíèß
ðàçðåøèìîñòè òåîðèé àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì.
In this work we prove that any SA-structures are described by the regular
language class. In the work [3] it is proved that the SA language class is
bigger than the regular one. However, it does not provide with a new way
to investigate the elementary theories decidability.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: SA-ßçûêè, ðåãóëßðíûå ßçûêè, ðàçðåøèìîñòè
ýëåìåíòàðíûõ òåîðèé.
Keywords: SA-structures, regular language, elementary theories
decidability.
Ââåäåíèå
Â ðàáîòå Áëþìåíñàòà è Ãðåäåëß [1] óñòàíîâëåíî, ÷òî ñâîéñòâà çàìêíóòîñòè
êëàññà ðåãóëßðíûõ ßçûêîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëß èññëåäîâàíèè ðàçðåøèìîñòè
òåîðèé àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Â ðàáîòå [3] ïðåäëîæåíî îáîáùåíèå ýòîãî ìåòîäà. Â
êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåí êëàññ ßçûêîâ SA, êîòîðûé øèðå êëàññà ðåãóëßðíûõ
ßçûêîâ. Êëàññ SA çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèß, äîïîëíåíèß, ïðîåêöèé, öè-
ëèíäðèôèêàöèé è èçîìîðôèçìîâ, à òàêæå àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà ïðîáëåìà
âõîæäåíèß è ïóñòîòû äëß ßçûêîâ ýòîãî êëàññà.
Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñß äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ëþáóþ ñòðóêòóðó, îïè-
ñûâàåìóþ SA-ßçûêàìè, ìîæíî îïèñàòü êëàññîì ðåãóëßðíûõ ßçûêîâ. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ðàáîòà [3] íå äà¼ò íîâîãî èíñòðóìåíòà äëß èññëåäîâàíèè ðàçðåøèìîñòè òåîðèé
àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì.
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1. Îïðåäåëåíèß
Îïðåäåëåíèå 1. Ïîä i-îé ñòåïåíüþ àëôàâèòà Σ, îáîçíà÷àåìîé Σi, ìû ïîíèìàåì
ñëåäóþùåå îïðåäåëåííîå ïî èíäóêöèè ìíîæåñòâî:
Σ0 ={²}, ãäå ²  ïóñòîå ñëîâî;
Σi+1 = {w | w = va, v ∈ Σi è a ∈ Σ}.
Åñëè w ∈ Σi, òî i íàçûâàåòñß äëèíîé ñëîâà w èëè ÷èñëîì áóêâ â ñëîâå w è
îáîçíà÷àåòñß ÷åðåç |w|. Âûðàæåíèåì Σ∗ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî ëþáûõ
ñëîâî â àëôàâèòå Σ:
Σ∗ = {w | ñóùåñòâóåò òàêîå i ≥ 0, ÷òî w ∈ Σi}.
Îïðåäåëåíèå 2 (îïèñàíèå íàáîðà ñëîâ). Ïóñòü èìååòñß íàáîð ñëîâ
(ω1, ω2, . . . , ωk) â àëôàâèòå Σ. Ïðè÷¼ì ωi = ωi1ωi2 . . . ωili . Ââåä¼ì ñïåöèàëüíûé
ñèìâîë ¤ /∈ Σ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî áóäåì âûðàâíèâàòü äëèíó ñëîâ íàáîðà. Òîãäà
îïèñàíèåì íàáîðà (ω1, ω2, . . . , ωk) íàçûâàåòñß ñëåäóþùåå ñëîâî ω1⊗ω2⊗ . . .⊗ωk â
àëôàâèòå (Σ ∪ {¤})k äëèíû l = max {|ω1| , |ω2| . . . |ωk|}:
ω1 ⊗ ω2 ⊗ . . .⊗ ωk =
 ω´11...
ω´k1
 · · ·
 ω´1l...
ω´kl
 ∈ ((Σ ∪ {¤})k)∗ ,
ãäå ω´ij = ωij, åñëè j 6 |ωi|, è ω´ij = ¤, â îñòàëüíûõ ñëó÷àßõ.
Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü L1 è L2  ðåãóëßðíûå ßçûêè â àëôàâèòå Σ. Òîãäà ïñåâäî-
ñèììåòðè÷íûì ßçûêîì áóäåì íàçûâàòü ßçûê S ñëåäóþùåãî âèäà: S = {ω1ω2
∣∣|ω1| =
|ω2|, ω1 ∈ L1, ω2 ∈ L2}. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ßçûêè L1 è L2 çàäàþò ßçûê S.
Îïðåäåëåíèå 4. Ðåëßöèîííàß ñòðóêòóðà S = (A,R1, . . . , Rn) îïèñûâàåòñß êëàñ-
ñîì ßçûêîâ ∆, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèß:
1. Ýôôåêòèâíî çàäàí òàêîé ßçûê WA ⊆ Σ∗, ïðèíàäëåæàùåé êëàññó ∆, ÷òî
ñóùåñòâóåò ñþðúåêòèâíàß ôóíêöèß ν : WA → A. WA íàçîâ¼ì íóìåðàöèåé
A.
2. ßçûê
W² = {ω ⊗ ω′|ν(ω) = ν(ω′); ω, ω′ ∈WA}
çàäàí ýôôåêòèâíî è ïðèíàäëåæèò êëàññó ∆. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýôôåêòèâíî
çàäàí ßçûê èç ∆, ñîñòîßùèé èç îïèñàíèé ïàð ñëîâ, èìåþùèõ îäèíàêîâûé
îáðàç.
3. Äëß êàæäîãî i = 1, . . . , n ßçûê
WR = {ω1 ⊗ ω2 ⊗ · · · ⊗ ωr| (ν(ω1), ν(ω2), . . . , ν(ωr)) ∈ Ri}
çàäàí ýôôåêòèâíî è ïðèíàäëåæèò êëàññó ∆. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýôôåêòèâ-
íî çàäàí ßçûê èç ∆, ñîñòîßùèé èç îïèñàíèé íàáîðîâ ñëîâ, îáðàçû êîòîðûõ
ïðèíàäëåæàò Ri.
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2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé àëôàâèò Σ. Âñþäó äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ßçûêè â ýòîì àëôàâèòå.
Ðàññìîòðèì èçîìîðôèçì ν : Σ∗ → Σ∗,
ν(a1a2 . . . an) =
{
a1a2 . . . an åñëè n− íå÷åòíîå,
a1an/2+1a2an/2+2 . . . an/2an, èíà÷å.
Çàìå÷àíèå 1. ν(ω1 ⊗ ω2 ⊗ . . .⊗ ωk) = ν(ω1)⊗ ν(ω2)⊗ . . .⊗ ν(ωk).
Çàäàäèì ÷àñòè÷íî îïðåäåëåííóþ îïåðàöèþ ./ íà ñëîâàõ èç àëôàâèòà Σ. Ïóñòü
äàíû ñëîâà ω1, ω2 ∈ Σ∗. ω1 ./ ω2 îïðåäåëåíà åñëè |ω1| = |ω2|. ω1 ./ ω2 =
{a1a2 . . . a2n|a1a3 . . . a2n−1 = ω1, a2a4 . . . a2n = ω2}. Ðàñøèðèì îïðåäåëåíèå íà ßçû-
êè. Ïóñòü äàíû ßçûêè L1 è L2. Òîãäà ßçûê L1 ./ L2 = {ω1 ./ ω2|ω1 ∈ L1, ω2 ∈ L2}.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü äàíû ßçûêè L1 è L2. Ðàññìîòðèì ßçûê L1 ./ L2 =
{a1a2 . . . a2n|a1a3 . . . a2n−1 ∈ L1, a2a4 . . . a2n ∈ L2 }. Åñëè ßçûêè L1 è L2 ðåãóëßð-
íûå, òî ßçûê L = L1 ./ L2  òîæå ðåãóëßðíûé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê L1 è L2 ðåãóëßðíûå ßçûêè, òî èõ çàäàþò êîíå÷íûå àâ-
òîìàòû K1 = 〈Q1,Σ, δ1, q01 , F1〉 è K2 = 〈Q2,Σ, δ2, q02 , F2〉 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñòðîèì
êîíå÷íûé àâòîìàò K, êîòîðûé áóäåò çàäàâàòü ßçûê L.
K = 〈Q1 ×Q2 × {o, e},Σ, δ, (q01 , q02 , e), F 〉, ãäå:
• δ((q1, q2, e), a) = (δ1(q1, a), q2, o) äëß âñåõ a ∈ Σ, q1 ∈ F1, q2 ∈ F2
• δ((q1, q2, o), a) = (q1, δ2(q2, a), e) äëß âñåõ a ∈ Σ, q1 ∈ F1, q2 ∈ F2
• F = {(q1, q2, e)|q1 ∈ F1, q2 ∈ F2}
Íà íå÷åòíûõ áóêâàõ ýòîò àâòîìàò ðàáîòàåò êàê K1, à íà ÷åòíûõ áóêâàõ - êàê K2.
Ïåðåõîä â îäíî èç çàêëþ÷èòåëüíûõ ñîñòîßíèé F âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âõîäíîå ñëîâî èìååò ÷åòíóþ äëèíó, íå÷åòíûå áóêâû îáðàçóþò ñëîâî èç L1,
à ÷åòíûå - èç L2.
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ßçûê L - ïñåâäîñèììåòðè÷íûé, òî ν(L) - ðåãóëßðíûé.
Îïðåäåëåíèå 5. Ðàññìîòðèì äåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò M =
〈Q,Σ, δ, q0, F 〉 è ñëîâî ω ∈ Σ∗. Îáîçíà÷èì ÷åðåç δ(ω) òàêîå ñîñòîßíèå q, ÷òî
àâòîìàò M èç êîíôèãóðàöèè (q0, ω) ïåðåõîäèò â êîíôèãóðàöèþ (q, ²).
Îïðåäåëåíèå 6. Ðàññìîòðèì äåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò M =
〈Q,Σ, δ, q0, F 〉, êîòîðûé çàäà¼ò ßçûê S. Ïóñòü q ∈ Q. Ïîñòðîèì ßçûê RM (q).
Ñëîâî ω ïðèíàäëåæèò RM (q) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå
ñëîâà α, η ∈ Σ∗, ïðè÷¼ì α = ηω, α ∈ S è δ(η) = q.
Îïðåäåëåíèå 7. Ðàññìîòðèì äåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò M =
〈Q,Σ, δ, q0, F 〉, êîòîðûé çàäà¼ò ßçûê S. Ïóñòü q ∈ Q. Ïîñòðîèì ßçûê LM (q).
Ñëîâî ω ïðèíàäëåæèò LM (q) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå
ñëîâà α, η ∈ Σ∗, ïðè÷¼ì α = ωη, α ∈ S è δ(ω) = q.
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Çàìå÷àíèå 2. ßçûêè RM (q) è LM (q) ßâëßþòñß ðåãóëßðíûìè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ñîñòîßíèå q äîñòèæèìî èç q0, òî àâòîìàò, êîòîðûé áóäåò
çàäàâàòü ßçûê RM (q), åñòü MR = 〈Q,Σ, δ, q, F 〉. Èíà÷å RM (q) ïóñò, òàê êàê íå
ñóùåñòâóåò òàêîãî η, ÷òî δ(η) = q.
Åñëè èç ñîñòîßíèß q äîñòèæèìî õîòß áû îäíî èç ñîñòîßíèé èç F , òî àâòîìàò,
êîòîðûé áóäåò çàäàâàòü ßçûê LM (q), åñòüML = 〈Q,Σ, δ, q0, {q}〉. Èíà÷å LM (q) ïóñò,
òàê êàê íå ñóùåñòâóåò òàêîãî ñëîâà α, ÷òî ïðî÷èòàâ åãî íà÷àëî àâòîìàò ïåðåøåë
áû â q, à ïîòîì â îäíî èç çàêëþ÷èòåëüíûõ.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü äàí ðåãóëßðíûé ßçûê S. ßçûê ν(S)  òîæå ðåãóëßðíûé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè S  ðåãóëßðíûé, òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé àâòîìàò M =
〈Q,Σ, δ, q0, F 〉, ðàñïîçíàþùèé ýòî ßçûê. Çàäàäèì ìíîæåñòâî ßçûêîâX = {LM (q) ./
RM (q)|q ∈ Q}. Çàìåòèì, ÷òî âñå ßçûêè èç X ðåãóëßðíûå.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç So ßçûê, ñîñòîßùèé èç ñëîâ S íå÷åòíîé äëèíû. Îí ßâëßåòñß
ðåãóëßðíûì.
ν(S) =
⋃
X ∪ So
Íàäî äîêàçàòü
1. ω ∈ ν(S)→ ω ∈ ⋃X ∪ So.
Åñëè ω èìååò íå÷åòíóþ äëèíó, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü |ω| ÷åòíî. Òî-
ãäà ñóùåñòâóåò ñëîâî θ ∈ S òàêîå, ÷òî ν(θ) = ω, θ = θ1θ2, |θ1| = |θ2|. Ðàññìîò-
ðèì ñîñòîßíèå q = δ(θ1). Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî θ1 ∈ LM (q) è θ2 ∈ LR(q).
Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîâî ω = θ1 ./ θ2 áóäåò âõîäèòü â îäèí èç ßçûêîâ X.
2. ω ∈ ⋃X ∪ So → ω ∈ ν(S).
Åñëè ω èìååò íå÷åòíóþ äëèíó, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü |ω| ÷åòíî.
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ñîñòîßíèå q ∈ Q, ÷òî ω ∈ LM (q) ./ RM (q). Ñëåäîâà-
òåëüíî, ñóùåñòâóþò ñëîâà θ1 ∈ LM (q) è θ2 ∈ RM (q), ïðè÷¼ì |θ1| = |θ2|, ω =
θ1 ./ θ2. Î÷åâèäíî, ÷òî ñëîâî θ = θ1θ2 ïðèíàäëåæèò S. Íî ν(θ) åñòü ω. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ω ∈ ν(S).
Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ßçûê L  SA-ßçûê, òî ν(L)  ðåãóëßðíûé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L = A ∪ S , ãäå A  àâòîìàòíûé ßçûê, à S  ïñåâäîñèì-
ìåòðè÷íûé. Òîãäà, ν(L) = ν(A∪S) = ν(A)∪ν(S). Ñëåäîâàòåëüíî, L  ðåãóëßðíûé
ßçûê, òàê êàê ßâëßåòñß îáúåäèíåíèåì äâóõ ðåãóëßðíûõ ßçûêîâ.
Òåîðåìà 3. Åñëè ñòðóêòóðà S = (A,R1, . . . , Rn) îïèñûâàåòñß êëàññîì ßçûêîâ
SA, òî îíà ßâëßåòñß àâòîìàòíîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òîãî, ÷òî ñòðóêòóðà S îïèñûâàåòñß êëàññîì ßçûêîâ SA, ñëå-
äóåò ÷òî:
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1. Çàäàí ßçûêWA ∈ SA, è ñóùåñòâóåò ôóíêöèß íà τ :WA → A. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò ðåãóëßðíûé ßçûê W ′A = ν(WA) è ôóíêöèß íà ξ = τ ◦ν−1, ïðè÷¼ì
ξ :W ′A → A. Òàêèì îáðàçîì, W ′A ßâëßåòñß íóìåðàöèåé A.
2. Çàäàí ïñåâäîñèììåòðè÷íûé ßçûê W² = {ω ⊗ ω′|τ(ω) = τ(ω′); ω, ω′ ∈
WA}. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ðåãóëßðíûé ßçûê ν(W²) = {ω ⊗ ω′|ξ(ω) =
ξ(ω′);ω, ω′ ∈W ′A}.
3. Äëß êàæäîãî i = 1 . . . n çàäàí ïñåâäîñèììåòðè÷íûé ßçûê
WR = {ω1 ⊗ ω2 ⊗ · · · ⊗ ωr| (τ(ω1), τ(ω2), . . . , τ(ωr)) ∈ Ri}.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ðåãóëßðíûé ßçûê ν(WR) =
{ω1 ⊗ ω2 ⊗ · · · ⊗ ωr| (ξ(ω1), ν(ω2), . . . , ξ(ωr)) ∈ Ri, ω1, ω2, . . . , ωr ∈W ′A}
Òàêèì îáðàçîì ñòðóêòóðà S ßâëßåòñß àâòîìàòíîé.
Çàêëþ÷åíèå
Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ëþáóþ ñòðóêòóðó, îïèñûâàåìóþ SA-ßçûêàìè, ìîæíî
îïèñàòü êëàññîì ðåãóëßðíûõ ßçûêîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçðåøèìîñòü òàêèõ ñòðóê-
òóð ìîæíî óñòàíîâèòü áåç èñïîëüçîâàíèß SA-ßçûêîâ. Îñòàåòñß îòêðûòûì âîïðîñ
ïîèñêà êëàññà ßçûêîâ, êîòîðûé:
• îòëè÷åí îò àâòîìàòíûõ,
• îáëàäàåò ñâîéñòâàìè çàìêíóòîñòè, ñôîðìóëèðîâàííûìè â [3],
• îïèñûâàåò íåàâòîìàòíóþ ñòðóêòóðó.
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